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Résumé :

En mathématiques, les matrices sont des tableaux de nombres qui servent à interpréter en termes 
calculatoires et donc opérationnels les résultats théoriques de l'algèbre linéaire et bilinéaire. 
Une matrice de dimension n × p est un tableau de nombres comportant n lignes et p colonnes. Les 
nombres dans les matrices se nomment les coefficients de la matrice. Un vecteur est une matrice 
possédant une seule colonne ; on parle de variable scalaire pour désigner une valeur atomique (1 
seul élément) par opposition aux tableaux (matrices) qui sont des valeurs composites.
Dans la plupart des cas, on considère des matrices à coefficients constants (donc des opérations 
interprétables en tant que transformation linéaire) et le langage matriciel permet d'appréhender 
des objets très généraux.
L’écriture matricielle permet de traduire de façon claire et concise de très nombreuses opérations 
dans les Sciences Pour l’Ingénieur (SPI). C’est un formalisme simple qui permet de généraliser des 
manipulations ou opérations entre scalaires, vecteurs et tableaux tels que les produit scalaire, 
produits matriciels, etc. Cette écriture matricielle sert notamment à poser le formalisme des 
espaces à plusieurs dimensions et des bases. Une base est une famille de vecteurs telle que chaque 
vecteur de l'espace puisse être exprimé de manière unique comme une combinaison linéaire de 
vecteurs de cette base.
En physique, les vecteurs sont pratiques car ils permettent de modéliser des grandeurs comme une 
force, une vitesse, une accélération, une quantité de mouvement ou certains champs (électrique, 
magnétique, gravitationnel…).
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Calculs matriciels (matrix algebra) 

1. Représentation matricielle et notations
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2. L’addition

L’addition matricielle 
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Propriétés de l’addition 
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Exemples : l’addition et la soustraction matricielle 

'�� 2*3∈A � ��
� 2*3∈B � 
���#���
1 4 0

2 7 3

 =  
 

A ��
5 2 6

0 1 1

 =  
 

B ��	�����%�

�

1 5 4 2 0 6 6 6 6

2 0 7 1 3 1 2 8 4

+ + +   + = =   + + +   
A B ��
�

4 2 6

2 6 2

− − − =  
 

A B ��
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Exemples : l’addition et la combinaison linéaire de deux vecteurs  
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Figure 1: L’addition de deux vecteurs.�
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Figure 2 : La soustraction de deux vecteurs.�
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3. Le produit 

La multiplication d’une matrice avec un scalaire 
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Propriétés de la multiplication entre une matrice et un scalaire 
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La multiplication matricielle 
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Propriétés élémentaires de la multiplication matricielle 
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Quelques exemples 

�

• '�� 2*2∈A � ��
� 2*3∈B � 
���#���
5 3

4 2

− =  
 

A ��
8 2 6

7 0 9

− =  
 

B ��	�����
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5 3 8 2 6 5(8) ( 3)(7) 5( 2) ( 3)0 5(6) ( 3)(9) 19 10 3

4 2 7 0 9 4(8) 2(7) 4( 2) 2(0) 4(6) 2(9) 46 8 42
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AB
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� [ ]2 4 2 6
T= −y ��	�����

[ ] [ ]

2

4
1 3 5 1 1( 2) 3(4) 5(2) ( 1)(6) 14
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6

− 
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 = − = − + + + − =
 
 
 

xy ��
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Un produit matriciel particulier : le produit de Hadamard 
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4. Les produits vectoriels 
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Le produit interne 
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�!	��!	�	��,����������
����	�������
�����
��

'��x ��
� y ����
����
����
�����-�����������	���������������
����	�����θ �������
�!	��%��
,

cosθ =
x y

x y
��

�

�������
����
����� x ��
� y ����
���
���
�����	�
�#�	��������!�����
���
�������
�����.θ �<=>���
��������
�� ⊥x y ��

�

3��	�#���%�!	���������!�����
���
������
��	
�����������	�����
�	!!����!�����
���	�	������	���

����������� x ��
� y ���
���!��
	�
�%� T T≠x y y x �#���������������������
�#������	�
��������������

��� Tyx �.!�����
��

������#�����
������	
������

�

�
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Le produit vectoriel 

���!�����
����
������������
����
�������
�	���
����0���	���!	��:����
���!�����
�;����:�������

!�����
�;�����!�����
����
������������
����
��������
��������!��	�
�����
��������!	��%�

1 1 2 3 3 2

2 2 3 1 1 3

3 3 1 2 2 1

x y x y x y

x y x y x y

x y x y x y

−     
     × = × = −     
     −     

x y ��

�

?����������
�� ��� !�����
� !��
� (
��� ���������� ������ ��� ��
�����	�
�� 	���� ���� ���
�����

( , , )i j k �����
�
�	�
���	��	����	����	�!����,�����������%�

1 1
2 2 1 1 1 1

2 2
3 3 3 3 2 2

3 3

x y
x y x y x y

x y
x y x y x y

x y

× = = − +
i

x y j i j k

k

��

2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1( ) ( ) ( )x y x y x y x y x y x y× = − + − + −x y i j k ��

�

3��	�#���%��������
�!	�������	����
�����	�
��	������������4���������
������!	��������	������

��	�	�����

�

�

Le produit mixte 

'��
�
��������
����� x �� y ��
� z n∈� ����������������� ( ).×x y z ���1��
�)���������!�����
���	�	����

������
���� ×x y � !	�� ��� ���
���� z �� �1	!!����� ���!�����
���

������ 
��������
����� x �� y �� z �

.�	�����
�����������������
	
���
������	�	�����*��!	�������0���	������:���	�	��
��!���!�����
�;��

�

�

Le produit externe 

 ��������������
����
���������������������������
���� m∈x � ��
� n∈y � ��*��	!!�����!�����
�

�

�����.
�	���
����0���	���!	��:���
���!�����
�;����:��6	����!�����
�;��%�

1 1 1

1

,  
n

T
i j

m m n

x y x y

x y

x y x y

 
 = =  
  

x y xy

�

� �

�

��	���� 1,...,i m= �� 1,...,j n= ��

T
ij i jz x y   = = =   z xy ��	���� 1,...,i m= �� 1,...,j n= ��

�

 �

���!��	
������
�����������	
������������������
������������� ��!�����
�!��
�(
����������

���������!�����
��	
����������

��� !�����
� �

����� 5���� ��� �@��� ��!��
	�
� ����#����� ��	��
� ��� ��
�������� ������
� ���
�

�������������������
����������
����	�������
������	�
����
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�

3��	�#���%� ��� [ ]1 2 3 10
T=x � � ���
���
� 
��
��� ���� �	������ !��������� ��
��� A� �
� A=��

	����� T=z xx ����
���
�����
	�����������
�!���	
����5��#��)�A=�%�

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

3 6 9 12 15 18 21 24 27 30

4 8 12 16 20 24 28 32 36 40

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

6 12 18 24 30 36 42 48 54 60

7 14 21 28 35 42 49 56 63 70

8 16 24 32 40 48 56 64 72 80

9 18 27 36 45 54 63 72 81 90

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

T

 







= 






 

xx
















��

�

�

Propriétés des produits scalaire et vectoriel 

'����
�x �� y ��
� z �
��������
����� n∈� �
����
�a ������	�	�����

���!�����
���	�	���� ��
����
����
���%�� .( ) . .+ = +x y z x y x z ��

��
������
	
���%�� . .=x y y x ��

��
�	�����	
���%�� ( ). ( . )a a=x y x y ��

�

���!�����
����
������ ��
����
����
���%�� � x x x( )+ = +x y z x y x z ��

B���
�&0'������
	
���%�� x x= −x y y x ��

��
�	�����	
���%�� � x x( ) ( )a a=x y x y ��

�

�

Interprétation géométrique 

�
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Figure 3: Les produits scalaire (à gauche) et vectoriel (à droite) de deux vecteurs.�
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�

���!�����
���	�	����%�

�����	�	����#�����
���
��������
�!��!��
�������)��	�!��5��
�������!����������
�������������������

 �
��!��	
������
� ���#������
��
�������!������������ ����
�����	��
��������
����
������	���

	�����!�������������	����!��	�
����������
�����	������������
����!	�
�����,����

�

���!�����
����
������%�

���!�����
����
���������
�� ×A B ���
�������
������
�����	��)�A ��
�)�B ��+����
��������A ��
�B �

���
�!	�	��,����� +�� ��
��
������!������
�������� �	�����	���������
�����
���� ���
�	�����#�����

�������������
��������	������������	���������!���
�#������#����

�

���!�����
���

��%�

�	��	�����	����������!�����
���

����
����!�����
�����	��������������	�!��5��
����������
����

z ������	�!��!�������	����	��!�	������(��������
����#����������
�����x ��
�y ������	�����	������

!	�	�������	���� ����
���
� ���� ���� ���
����� x � �
� y �� 0�
�����
� ��
�� �1��
� ��� ������� ���

!	�	�����!�!,�������
���
���������
��������
����� x �� y ��
� z ��*����
�	�����#������!�����
���

��

��!�����
������������	������#���������!	�	�����!�!,����

�

�

	

��× �	

 
 

Figure 4: Le produit mixte de trois vecteurs.�
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Exemples : 

 ����������������!	�����������������
������������!	���������
����� i �� j ��
�k ��

�������
�����x ��
� y ����������
�!	���	!!��
�)���

���	���%��

i j kx x x= + +x i j k ��
� i j ky y y= + +y i j k ��

���!�����
���	�	�������x ��
� y ��	�
�	�����%�

. cos( , ) i i j j k kx y x y x y= = + +x y x y x y ��

�

���!�����
����
�������	�
�#�	���)�����

x ( ) ( ) ( )j k k j k i i k i j j ix y x y x y x y x y x y= − + − + −x y i j k ���

�
� x sin( , )=x y x y x y ��

�

*���	!!�����#��� 2 2 2 1 2( )i j kx x x= + +x ��

�

�

5. L’opérateur de transposition 

�	�
�	��!������������	
�����A ���
��	��	
����� TA �.��
���!	������	����� ’A ����������!	��%�
*m n∈A � �� *T n m∈A � ��

*ij m n
a =  A ��

*

T
ji n m

a =  A ��

�

Propriétés élémentaires de la transposition 

( )T T =A A � �4�A *m n∈� ��

( )T T T+ = +A B A B � 	����A ��B � *m n∈� ��

( )T T T=AB B A � �4� *m n∈A � �� *n p∈B � � �
��

�
1 *

n

ik kj
k m p

a b
=

 =   
∑AB ��

�

�

6. Matrices particulières 

La matrice nulle 

�	��	
����� ���
� 
���� ���� 
������ ���
� ����� ��
� 	!!������	
����� �������*�� �	� ��
�� =A 0 �%�

0ija = �� i∀ �� j∀ ��

�
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Matrice diagonale 

�����	
�������	���	��� *n n∈A � ���
������	
������	��������
�
��������������
��������	���	�
�

���
��������1��
�)������#��� 0ija = �� i j∀ ≠ ��-������
�����	�������%�

11 0 0

0

0

0 0

ij ij

nn

a

a a

a

 
 
  = =   
 
  

A

�

�

�

�

��

�

La matrice identité 

���� �	
����� ����
�
�� ��
� ���� �	
����� ��	���	��� *n n∈A � � .����� �	������ #��� ���
� 
���� ����

������
��������	������
�����	���	���	���!�����!	���#������
����
	������*���	���
�� nI ���� I �%�

= ⇔A I
0

1
ij

ii

a

a

=
 =

��
1,...,

i j

i n

∀ ≠
=

��

�

Matrice triangulaire  

���� �	
����� 
��	����	���� ��!�������� .���!��
������
� ������������ ��
� ���� �	
����� �	�����
*n n∈A � � ���
� ���� ������
�� #��� ��� 
������
� 	�C�������� .���!��
������
� 	�C�������� ��� �	�

��	���	���!�����!	������
��������1��
�)������
�����#��� 0ija = �� i j∀ > �. i j∀ < ���-������
���������

�	�������%�

11 12 1

220

0 0

n

ij

nn

a a a

a
a

a

 
 
  = =   
 
  

A

�

�

�

�

�.���!��
������
�

11

21 22

1

0 0

0ij

n nn

a

a a
a

a a

 
 
  = =   
 
  

A

�

�

�

�

���

�

�

Matrices symétrique et antisymétrique  

'��
� *n n∈A � ������	
������	������

- '�� T =A A ��	�����A ���
���
���	
������6��
��#����

- '�� T = −A A ��	�����A ���
���
���	
�����	�
��6��
��#����

�

Matrice idempotente 

 ����������������	
������	����� *n n∈A � ��'�� T =A A A ��	�����A ���
���
������!�
��
���

�

Propriétés de la matrice nulle 

'��
�A ������	
������A *m n∈� �%�
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= =A0 0A 0 �  ���
����!��	
������������	����
�!���	
����

+ = + =A 0 0 A A �  ���
����!��	
�������
��������	���
����

�

Propriété de la matrice identité 

'��
�A ������	
������A *m n∈� �%�

= =AI IA I ��  ���
����!��	
�������
�������	����
�!���	
����

�

7. Matrices partitionnées 

�	����!��	�
������	����������	
����� A ���������������#������#���� ��
� ija �� +�� ��
�!	������

��
�����	�
��������������������	
��������
	�
�#���
	���	������	
������������
	������

'��
�%��

11 12

21 22

     

   

   

       

ija
m

n

p q

  = =     

A A
A

A A ��

	���� *
11

m p∈A � �� *
12

m q∈A � �� *
21

n p∈A � �� *
22

n q∈A � ��

�

�	��	
�����A ���
������	
���������D����������
�����D������������ ( )*( )m n p q+ +∈A � ��

�

 ������������������������	
�����B �!	�
�
�������	�����%� 1

2

 =  
 

B
B

B
���4� *1

1
p∈B � �� *1

2
q∈B � ��

*��!��
�	������������%�

11 12 1 11 1 12 2

21 22 2 21 1 22 2

+     = =     +     

A A B A B A B
AB

A A B A B A B
�

�

 �

�����	
������
�������
��
�������	����������
	
���������	�
���%�

     
     
     

A B E AE + BF
=

C D F CE + DF
��

���
�����������C�	
������������
����!��
���������������������!	
������	���������,��������

!�����
��	
��������

�	�
�	��!������1�����	
�����!	�
���������
��������!	��%�

 
T T T

T T

  
=   

   

A B A C
C D B D

��

�

�
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8. Le déterminant d’une matrice 

*��	!!�������
�����	�
��������	
�����A ��	������ *n n∈A � ��������������
�� det( )A ����EA E�

�
���	��)�%�

1
1

1

det( ) ( 1) det( )
n

i
i i

i

a+

=

= −∑A A �� �4� iA ���
� �	��	
�������
���������	6	�
��	��

A�������������
��	�	C�,����������

�

'������2�� 11 12
11 22 12 21

21 22

det( )
a a

a a a a
a a

 = = − 
 

A ��

'������F�� 11 22 33 13 32 21 12 23 31 11 23 32 22 13 31 33 12 21det( ) a a a a a a a a a a a a a a a a a a= + + − − −A ��

����#��������
�����	�
��������	
�������
�����������
�#����	��	
�������
��������,����

�

3��	�#����%�

1

det( )
n

kj kj
j

a c
=

= ∑A � !����
���������������
����A ��

1

det( )
n

il il
i

a c
=

= ∑A � !����
����������������������A ��

�

Quelques propriétés du déterminant d’une matrice : 

det( ) det( )det( )=AB A B � 	����A � *n n∈� ��

1 1
det( )

det( )
− =A

A
� 	����A � *n n∈� ��

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1det det det det = det det− −  
= = − −  

  

D E
A G D EG F D G FD E

F G
�

�4� *n n 
= ∈ 

 

D E
A

F G
� �� D *m m∈� ��
� ��������������������	
������ E �� F ��
�G ���
�

���	������	��������������A ��
�D  G� 1−D ����
��
��
���

�

Quelques théorèmes 

A�� '�� 
���� ���� ������
�� �1���� ������ .��������� �1���� �	
����� *n n∈A � � ���
� ����� 	�����

det( ) 0=A ��

2�� '�� 
���� ���� ������
���1���� ������ .��������������
�����	�
��1�����	
����� *n n∈A � � ���
�

���
�!����!	�������	�	����
��	����������
�����	�
���
����
�!����!	��
��

F�� '��B ���
���
�����)�!	�
������ *n n∈A � �������	���	�
����
���������������.�����������	�����

det( ) det( )= −B A ��

H�� '�� B � ��
� ��
����� )� !	�
��� ��� *n n∈A � � ��� �	��	�
� !	����� �	� 	C,��� ������ .��������� !	��

����������������.�����������	�����det( ) ( 1) det( )p= −B A ��
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I�� '�����
��������.������������� *n n∈A � ����
�����
�#�����	�����det( ) 0=A ��

J�� '���	�
�������
��������������.������������	5��
��
����������������
��������!���	�
��������

	�
���������.�����������	��	����������
�����	�
����
������	������

�

&����
��������
����,��������
������	��	�������
�	
�����	���.06�����A<<A���

�

����	����������
�����	�
��1�����	
����� 3*3∈A � �!��
�(
����	������!	���	��,������
�����'	�����

. ����
����
�	���A<<J��!��A=K���

�

9. Les mineurs, les cofacteurs et la matrice adjointe 

Les mineurs 

������������ ijm ������������
�� ija ��������	
�����A �	������ *n n∈A � �����
�������
�����	�
�����

�	�!	�
������
	�
�����A �����#��������
���
�!	�����!
������	�������	��
�����	������������

�

Les mineurs directeurs 

�����������������
������������	
����� A �	������ *n n∈A � ��	!!�����	�������������!�����!	�
�

.���0���	���:���	������������;�����
������������������
�%�

1 11m a= � �

11 12
2

21 22

 det
a a

m
a a

  =   
  

� �

11
3

33

 det
a

m
a

  
=   

  

�

�
� �

���� �

( ) detnm = A � �

�

Les cofacteurs 

�������	�
����� ijc ������������
�� ija ��������	
�����A �	������ *n n∈A � �����
��������!	��%�

c =( 1)i j
ij ijm+− ��

�

������	�
������
�������
�	�������
�� ij∆ ��

�
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La matrices adjointe 

�	��	
������������	�
����� ijc ������������
�� ija ��������	
�����A �	������ *n n∈A � ������#�������

��
�
�	��!��������
�	!!�����	��	
�����	�5���
�����A ��*����
�������	�����
���

���	
�����A
�

�

����������adj( )A ���

A
�

�
11 1

1

adj( )

T

n
T

ij ij

n nn

c c

c c

c c

 
  = =   
  

A

�

� �

�

��

adj( ) T=A C ��	���� ijc =  C �

�

Propriétés 

= =A A A A A I
� �

���4� A ���
������
�����	�
�����	��	
�����A ��

adj( ) adj( ).adj( )=AB A B ��

�

Exemples 

-�� ��� #��� ��������� �	� �	
����� 3*3∈A � ��
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

a a a

a a a

 
 =  
  

A �� ����� 	����� ��� �������

11 12
23

31 32

a a
m

a a

 
=  

 
��
�������	�
���� 11 122 3

23
31 32

( 1)ij

a a
c m

a a
+  

= − = −  
 

��

�

�

Calcul du déterminant d’une matrice avec les cofacteurs 

�	��	������������
�����	�
����������� ��������	
����� �	����� *n n∈A � � ��
� �	� ������������

!�����
����
�����������
�!��	�
���	#���������
�������������.��������������������	��	
�����

!	���������	�
�����

�

*�� !��
� ������ !	�� �
��!���� �	������� ��� ��
�����	�
� �������� F� ��� �	� �	
����� 3*3∈A � ��

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

a a a

a a a

 
 =  
  

A �!	�����������!!����
��������	�����������������%�

12 12 22 22 32 32

21 23 11 13 11 13
12 22 32

31 33 31 33 21 23

det( ) a c a c a c

a a a a a a
a a a

a a a a a a

= + +

     
= − + −     

     

A

��

�
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-�� ��������	�
� 5������������
� �	� ������ .��� �	� ��������� !	�� �	#������ ��� �����
��� ���

������!!����
�� ��� !��
� 
�,�� �	������
� ���!������� ���� �	������� *�� ��������	� ��
	����
� )�

�����
��������������!!����
����������������������������������#������!��
��
����!��������	������

���������

0���������

3 5 8

1 0 2

4 0 3

 
 =  
  

A ��	�����
1 2

det( ) 5 5{1(3) 2(4)} 25
4 3

 = − = − − = 
 

A ��

�

�

Calcul de la solution d’un système d’équations linéaires - Règle de Cramer 

*��!��
���
���������	�����
�������#�	
���������	�����!	��������
�����	�
���*��	!!�������

��

��
������	��,������� �	�����

'��
�����6�
,������
������#�	
���������	�����)�
��������������� 1x �� 2x ��
� 3x �%�

11 12 13 1 1

21 22 23 2 2

31 32 33 3 3

a a a x b

a a a x b

a a a x b

     
     =     
          

��

�

'��
� A ������
�����	�
�����	��	
����� 3*3∈A � ��

�	��	�����������#������� ����������
����� A � ��
����
�!�����!	�� 1x � ��� ��	#���������
���� �	�

!����,�������������
����
�!�����!	�� 1x �.
����,���2��%�

1 11 12 13

1 1 21 22 23

1 31 32 33

x a a a

x x a a a

x a a a

 
 =  
  

A �

�

-�� 	5��
	�
� )� ��	#��� ������
� ��� �	� !����,��� �������� ��� ��� �������� ��
�����	�
�� 2x � �����

��������
� ������!���	�
� �� �	� �������� �������� �
� 3x � ����� ��������
� ��� �	� 
�����,��� ��������

.
����,���J��������
���
�%�

�

1 11 2 12 3 13 12 13 1 12 13

1 1 21 2 22 3 23 22 23 2 22 23

1 31 2 32 3 33 32 33 3 32 33

x a x a x a a a b a a

x x a x a x a a a b a a

x a x a x a a a b a a

+ +   
   = + + =   

+ +      

A ��

����
�)�������

1 12 13

2 22 23

3 32 33
1

b a a

b a a

b a a
x

 
 
 
  =

A
��)������
����#��� 0≠A .�
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�

�

Il en va de même pour 2x ��
� 3x �%��

11 1 12 13

21 2 23

31 3 33
2

a b a a

a b a

a b a
x

 
 
 
  =

A
��

11 12 1

21 22 2

31 32 3
3

a a b

a a b

a a b
x

 
 
 
  =

A
��

�

 �

�� �,���� !��
� (
��� 	!!��#���� )� ����!��
�� #���� �6�
,��� ��� �� �#�	
����� ����	����� )� ��

�����������!������#��������
�����	�
���������������
�� ija ����
���������
����L�����

�

�

10. Matrice inverse et pseudo-inverse 

"��
��	
������A ��
�B ����
������������������!�����
���
���	��)��	��	
���������
�
��%� =AB I ��

	������ 1−=B A ��

�����	
����������������
�!���������	�����
�����!�����C����������
������
�������	!!���	
�����)�

�	�������
���������6�
,�������#�	
���������	�����#�������#��������
������������������%�

=y Ax ���
*m n∈A � � m∈y � ��
�������
������������� n∈x � ���
�������
������������	���	������

���������������	�����������
����6�
,�����
���
�� +A ��

���������������	������ +A ��	
���	�
����������
���������	�
���%�

+ =AA A A � �
+ + +=A AA A � �

( )T+ +=AA AA �  ����
��������6��
����

( )T+ +=A A A A � �

�

�	�����
����������6�
,�������	����)�!	�
�������	�!�����C�������� +A �������
�	�����%� +=x A y ��

�	�������
���������
����6�
,�����
�������������
������	���'����� ������������������
��������

�������	������	
���������������!�����C��������)��	������
�!�����C��������)�����
���

�	��	
���������������
��	�����
�����1���!����,���#���!���,���	�
	�
��1����������.�	��	�����)�

��
����������#���������
�	��
���� ��	�������������!	��!����	�
	�
�#�1����
��
����������
�����
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�	�!�����C��������)��	�������
���������
���������!����,������C��
��������#������
���
�����

������	
�����������	�
���������������������������#�	��	
�#�����6������:���	���#�	���������;�

���0���	����

�	�!�����C��������)�����
����
���������
���������!����,�������C��
��������#���������
���
�!	��

������	����
� ��������	
���� !���� ������� ���� ����
���� ���#���� �	��� ������ ���� ����
����

!	�
�����,����������#�������������	�������#�	��	
�#����

-���	�
���������
�!�����C���������#�1���	!!����������	�����
��	
������������������	���������

M����C&�����������
���������!	��%�
2 1 2 1

0 0lim ( ) lim ( )T T T T
δ δδ δ+ − −

→ →= + = +A A A I A A AA I ��

�

'������������������A ����
�����	������
�����!���	�
�������!��
�!������� 0δ = ��

�

1er cas, ����� :  

 ���
� �	� �	�� ������ �	
����� �	������ '�� A � ��
� ���� �	
����� ���� �������,��� .����
� )� �����

det( ) 0 ≠A ��� 	�����  1+ −=A A � ��
� �	� �	
����� �������� ��� � A �� �	� �	
����� 1−A � �������� �	�

!��!���
��� 1 1
nI− −= =A A AA ��

Propriétés de la matrice inverse : 

'��A ��
�B ����
����
��	
�����������������,�����A � *n n∈� ��
�B � *n n∈� ��	�����%�
1 1( )− − =A A � �
1 1( ) ( )T T− −=A A � �

1 1 1( )− − −=AB B A � .!	���

������� 1 1 1 1( )− − − −=ABC C B A �����	��

� �	
�����C ���
�������������

1 1
det( )

det( )
− =A

A
� �

1 1( ) ( )n nI I− −+ = +A A A A � ��� 1( )nI −+ A ��
��
���
1 1( ) ( )n n nI I I− −+ + + =A A A � ��� 1( )nI −+ A ��
��
���

1 1( ) ( )n mI I− −+ = +A BA AB A � ���A � *m n∈� ��B � *n m∈� ��
���� 1( )nI −+ BA ��

� �
� 1( )mI −+ AB ��
��
��
��
1 1( ) ( )m n mI I I− −+ + + =AB A BA B � ���A � *m n∈� ��B � *n m∈� ��
���� 1( )nI −+ BA ��

� �
� 1( )mI −+ AB ��
��
��
��

�

Calcul de la matrice inverse : 

�	��	
������������� 1−A ��������	
�����A �	������ *n n∈A � ����
��������!	���	����	
����%�

1 adj( )

det( )
− = A

A
A

��
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&����#�������	
��������
�����������������	�
�#������
���
�����	�
����
���������
����=��*����
�

	�����#����	��	
�������
�������,�����������������,����

�

-
��!�������#��������2�%�

'�� 11 12

21 22

a a

a a

 =  
 

A �������
������� 11 21

12 22

T a a

a a

 =  
 

A �!����������!�	�����	#���������
���� TA �

!	���������	�
����!������
�������� 22 12

21 11

adj( )
a a

a a

− =  − 
A ���

*�� �	������ 11 22 12 21det( ) a a a a= −A �� !���� ��� ��
������� �	��	
����� � �������� 1−A � ��������	�
�

��	#���������
����adj( )A �!	��det( )A ��

�

*�� !��
� ��	�����
� �	������� �1�������� �1�����	
����� A � !	�� �	���
����� ��� !���
� ���N	����

. ����
����
�	���A<<J��!��A<���	�������	��!	�
���������4��	��	
�������
��	������
���
�������������

��� �6�
,���� �	�	�
������ !	�� �	� �	
����� A �� ��
� 	����� ��
� �6�
,��� ���  �	���� ��� �6�
,���

����������	�������	���

�

Calcul de l’inverse d’une matrice partitionnée 

'��
�A � *n n∈� ������	
�����!	�
�
����������#�	
�������C�	
������
�����#���%�
 

=  
 

D E
A

F G
���4�

D *m m∈� ��
���������������������	
������E ��F ��
�G ���
����	������	��������������A ��
�D .  

�1�������� 1−A �����	��	
�����A ���
��������!	��%�
1 1 1 1 1 1 1 1

1

1 1 1 1 1

( ) ( )

( ) ( )

− − − − − − − −
−

− − − − −

 + − −
=  − − − 

D D E GFD E FD D F G FD E
A

G FD E FD G FD E
�

��� 1−D ��
��
���

�

2ème cas, ����� :  

+���
��
������������
���������
�����!	�������#���������
�!��
���
�����������#�������������	�������

x �%��
1( )T T+ −=A A AA �

 �

���	
�������
�	!!�����!�����C��������)�����
�����������������	�!��!���
��� mI+ =AA ��

3ème cas, ����� :  

+���
��
����������
����	!!�������	���������������������	�����%�
1( )T T+ −=A A A A �

 �

���	
�������
�	!!�����!�����C��������)��	��������������������	�!��!���
��� In
+ =AA ��

�
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Propriétés de la pseudo-inverse : 

'��A ���
������	
������
�α �����	�	����� *α ∈� �%�

( )+ + =A A � �
1( )α α+ − +=A A � �

( ) ( )T T+ +=A A � �

( ) ( )T T T T+ + += =A A A A A AA � �

( )T T+ + =AA A A A � �

T T+ =A AA A � �
rang( ) rang( ) rang( )T+ = =A A A � �

�

Détermination récursive de la pseudo-inverse (théorème de Gréville) : 

'��
� *m n∈A � �� �	� ��
�����	
���� ���������� ��� �	��	
����� !�����C�������� ��� A � ��!���� ����

����������!	�
�
�������A ��������������

0� ��� ���
	�
� 
� ������� �	� !�����C�������� ��
� �	������� )� !	�
��� ��� 1k
+

−A � �
� ��� �	� ��������

����	�
�����������
�����	��	
�����A ��

'��
� 1k k ka− =  A A ��4� ka ����������	�
C�,�������������� kA ��	�����.O��������A<KH��!��IA��%�

1( )T
k k k

k T
k

+ − −
=  

 

A I a p
A

p
�

�4�

2

1 1 1 1 1 1

2

1 1 1

( ) / ( ) si ( ) 0

( ) /(1 ) sinon

k k k k k k k k k
k

T
k k k k k

+ + +
− − − − − −

+ + +
− − −

 − − − ≠= 
 +

I A A a I A A a I A A a
p

A A a A a
�

���������
��������
�	�������
���������	�
���%�

1 1  =A a � �
1

1 1 1 1
1

( ) si 0

0 sinon

T T

T

−
+  ≠

= 


a a a a
A � �

�

Le Lemme d’inversion matricielle (�����	
��
���������������	� 

 ������������1�
!������������	�
��%�

CDCBA 111 −−
∆

− += T � � � � � � PAQ��

�

R��������
�	������1�
!����������� 11)( −−= AA �S�

M��
�!������PAQ�)��	�����!	��A �%�

� CDACABI 11 −− += T �� � � � � P2Q��

�

M��
�!������P2Q�)�����
��!	��B �%�

� CBDACAB 1−+= T �� � � � � PFQ��
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�

M��
�!������PFQ�)�����
��!	�� TC �%�

� )(11 TTTTTT CBCDDACCBCDACACBC +=+= −− � PHQ��

�

M��
�!������PHQ�)�����
��!	�� 1][ −+ TCBCD �%�

� 11][ −− =+ DACCBCDBC TTT � � � � PIQ��

�

M��
�!������PIQ�)�����
��!	��CB �%�

� CBCBCDBCCBDAC 11 ][ −− += TTT � � � PJQ��

�

3�
�	�������PJQ����B �%�

� CBCBCDBCBCBDACB 11 ][ −− +−=− TTT � � PTQ��

�

"1	!�,��PFQ�����
����#��� ABCBDAC −=−1T �
����!��
���������#���%�

� CBCBCDBCBA 1][ −+−= TT � � � � PKQ��

�

?��	�����
�������
�����	������������
�������	
���������	�
���%�

111111 ]1[          −−−−−−
∆

+−=⇒+= CBDBCDBBACDBA TTT �

CBCBCDBCBACDCBA 1111 ][          −−−
∆

− +−=⇒+= TTT �

�

�

Le noyau d’une matrice 

&��������6�
,����1�#�	
����������,���� 0=Ax �� *m n∈A � �� n∈x � ���1�����������������
�����

x � ����
�
��� ��� ��!	��� ���
������ 	!!���� ��6	�� ��� A �� ��
�� Ker( )A �� �	� ���������� ��� ��
�

��!	������	���
���NA ��

�

3��	�#���%� ���� �#�	
���� ����	���� 1 1 2 2 3 3 ... n na x a x a x a x h+ + + = � ��
� ��
�� ���� �����,��� ���

0h ≠ ��

�

�����,���%�!���� *m n∈A � ����	� rang( ) N n+ =AA ��

�

Résolution de l’équation =AXB C   

 ����������� �1�#�	
���� =AXB C � .O�������� A<KH�� !�IF��� 	���� A �� B � �
� C � ���� �	
������

#������#���� ���
� ���� ����������� ���
� ��� 	������� 	���� ���� �,����� ��� �	� ���
�!���	
����

�	
����������
��4��1��������)���
����������
�X ��

�	������
����������	�����
�������	�
��!����	�������������
����)���

���#�	
������
�%��
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+ + =AA CB B C ��

�

�	�����
���������	�����
�����	�������%��
+ + + += + −X A CB Y A AYBB ��

	����Y �����(���������������#���X ��

�

��������
����!	�
�����,�����
� + +=X A CB �.�	��!���� 0=Y ����1��
��	�����
�������
��	�������

-�������������
������	����

�

11. Indépendance linéaire de vecteurs, la singularité 

'��
������������� 1a � 2a ����� na ���������
����������������������
� 1α � 2α ����� nα ����������������

��	�	������

������
�����������!	��
1

n

i i
i

α
=

= ∑c a �����������������	���������	����������
��������
���{ }ia ��

������������������
�����{ }ia ���
�����	������
�����!���	�
�����%�

0= ⇔c 1 2 ... ... 0i nα α α α= = = = = = �

��

'��
�A ������	
������ *m n∈A � ��

- ���� ��������� ��� A � ���
� ����	������
� ����!���	�
��� ��� �
� ��������
� ��� TA A � ��
� ����

�	
����������������,�������	���!������

- ���� ������� ��� A � ���
� ����	������
� ����!���	�
��� ��� �
� ��������
� ��� TA A � ��
� ����

�������,����

�

�����	
������	����� *n n∈A � ����
���
�������������,���.������������������ * n n∃ ∈B � �
�����#���%��

det( ) 0= = ⇔ ≠AB BA I A ��

�

12. Le rang d’une matrice 

����	����������	
�����������!����	����������	
����������������������������������	������
�

����!���	�
���� ���
�	����������������!������	�����
�����	�
����������'��
���
���
�����������

��
�#����	��	
�������
�����	���
��

�����	
�����A �� *m n∈A � ����
���
������	���!��������%� rang( ) min( , )m n=A ��

�

Propriété : 

R������#������
������	
�����A �� *m n∈A � ��

rang( ) rang( ) rang( ) rang( )T T T= = =A A AA A A ���

�
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13. La trace d’une matrice 

�	� 
�	����������	
����� A � *n n∈A � � ��
���	���)� �	� ����������������
����� �	���	���	������

��

���	
�����%�

1

trace( )  
n

ii
i

a
=

= ∑A ��

Propriété : 

trace( ) trace( ) =AB BA � A � *n n∈� ��B � *n n∈� ��

(trace( ))T∂ =
∂

AB
B

A
� *n m∈A � �� *n m∈B � ��

(trace( ))
2

T∂= =
∂

ABA
D AB

A
� *n m∈D � ��
� *n m∈A � �� *m m∈B � ��

�

�

14. La norme 

La norme vectorielle 

*��	!!�����!C��������	���������
�����	�����
�  pL ���������
����  n∈x � �%�
1/

1

 
pn

p

ip
i

x
=

 =   
∑x ��

���������������!����������������
�%�

- �	������� 1L ���	�����
�	!!�����������	��������
1

1

n

i
i

x
=

= ∑x ��

- �	������� 2L ����������-������������ ( )
1/ 2

1/ 22

2
1

n
T

i
i

x
=

 = = =  
∑x x x x ��

U�����#���#����!��!���
�������	�������-������������x ��
� n∈y � ��%�

- + ≤ +x y x y ��

- .T ≤x y x y ��

- . ≤v w v w ���� n∈v � ��
� n∈w � �����	!!�������

��!��!���
���1����	��
�����

'��/	�
L��

�

�	�������-�������������
�	�����	!!����������#�	��	
�#���.����
��	����
	����-�������������

����������!��
�(
���!��������� ������
����
��
��
���������&�6��#��������#�������������
�������

���
�������
�����	
������������
��.��!�����
��
�������	��������	����������
�����������
�����

�

'��
�x �������
����)���������  n∈x � �����!�����  n∈y � �%� =y Dx ��

*���	������	������	�������.-�����������!	���
��!����������
���� y �!��
@
�#������������x �%�
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( ) ( ) ( )1/ 2 1/ 2 1/ 2T T T T= = = =y y y Dx x D Dx x Qx ��

�

�	� �	
����� T=Q D D � ��
� ���� �	
����� ��� !�����	
���� ��� �	� ������ #�	��	
�#��� Tx Qx �

!�����
���	������
!������������	������� y ��

�

&�����	��	
����� *n n∈D � �����!�����������
������	
�������	���	���	������	#���
�����������

�
	�
���������������	��	������	
��	���#���!��
�!���������������
����������%�

1max

max

max

1 0

1

0 1
i

n

x

x

x

 
 =  
  

D

�

� �

�

��

�

�

La norme matricielle 

+�� �
��
�� !��������� ������� �	
����������� �	� ������ ������ �	
����� !��
� (
��� �������� �	���

��������
���������������
��	
���	�����������
�	��
���!������!	������!��
��#������!	���.O��������

A<KH��!�HT���

������������	
��������������
��������������	��(����	9���#�����������������
�����������

*��	!!�����!C�������1�����	
�����A �� *m n∈A � ���	�������%�
1/

1 1

  

p
m n p

ijp
i j

a
= =

 
=  

 
∑∑A ��

�

�	��������	
����������	�!������������
��	�!�����
����������
��1�#���	���
������	�������

-��������������L��������
����������1	!!������	����������?���������%�

trace( )T

E
= =A A A A ��

1/ 2
2

1 1

  
m n

ij
i j

a
= =

 
=  

 
∑∑A ��

�

�	����������?�����������
��	�������-�����������	��������	
����������#�������
�!	�����!	
�����

	�����	�������-��������������
��������.�
������
�������
��
�/�
��
���-������	�����
����������

'��A ���
������	
������	������ *n n∈A � ���
�x �������
���������������
���%�

 =Ax x ��

�

�	�����������	�
����
���������!	
�����	�����	����������
��������%�

1max == xA Ax ��

�
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15. L’orthogonalité 

������������������
�����{ }ia ��� ,  1,...,n
i i k∈ ∀ =a � ����
���
�����	�����%�

0,   T
i j i j= ∀ ≠a a ��

�

 ���(��������������
���
�����	�����%�

0,   T
i j i j= ∀ ≠a a ��

1,   T
i i i= ∀a a ��

�

 ���������
����	�����
�%��
T

i j ijδ=a a ��

�

�4  ijδ ���
����!��	
�������O�����7����

���� �	
����� �	����� *n n∈A � � ��
� ��
�� ��
�����	��� ��� ���� ��������� ������
� ��� ���������

��
�����	���%�
1T T T

nI −= = ⇒ =A A AA A A ��

�

Propriétés 

'��A ���
������	
������	�������
�����	���� *n n∈A � ���
�x �������
���������������
��� n∈x � �%�

 =Ax x � �

( )( )= T TAx Ay x y � �

'�� *m n∈A � ���	������
��������
�����	��
�����
�	���
�!	�� T
nI=A A ��

�

Quelques théorèmes 

A�� '��A ���
������	
�������
�����	�����������������
��	�
�	��!�����������
���	�����
��

2�� ���!�����
����!����������	
��������
�����	������
������	
�������
�����	����

F�� �����
�����	�
��1�����	
�������
�����	�����
���	��)� 1± ��

�

�

16. Valeurs et vecteurs propres 

'��
� A ������	
������	������ � *n n∈A � �������	������!��!����  iλ ������

���	
������.	!!������

	������	�������	�	�
����
�#��������
������	������������#�	
����!��6����	���%�

 det( ) 0iλ− =A I �

�

����������������	������!��!�����������	
���������
�
��������!��
����
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�������
�����!��!����.������
������	�	�
����
�#����� iv ������

���	
�����������������
���� �	�

������
��������	�
��%�

 i i iλ=Av v �

�

 ����� ��� �6�
,��� ��
� ����
�������� ���� ���
����� !��!���� ���
� ��
����� )� ���� ����
	�
��

���
�!���	
����!�,�������
�)������#����������
����������������
�����!��!�����

�

3��	�#����%�

 det( ) 0iλ− =A I ���
�	!!����!��6�@����	�	�
����
�#������A ��

 iλ −I A ���
�	!!�����	��	
������	�	�
����
�#������A ��

"��
��	
���������
���
��������	����������������
�����(���!��6�@����	�	�
����
�#����

�

�

Propriétés 

'��A ���
������	
������	������� *n n∈A � ��	6	�
�!�����	������!��!����  iλ �� 1,...,i n= �%�

 
1

det( )
n

i
i

λ
=

= ∏A � �

 
1

trace( )
n

i
i

λ
=

= ∑A � �

�

17. Diagonalisation d’une matrice 

'�������	������!��!�����������	
����� *n n∈A � ����
����������
����!����������
���
��������
�����

!��!���� ���
���
��� #��� ����� !��
� �
������� ������ 	
��� ��� ������������� "	��� ��� �����	��

�6�
,�����	
�����	��	
�����A �������
������	
�����D ���	���	���
�����#���%�

 1

 

 n

0

0
i

λ
λ

λ

 
 =  
  

D �

�

��

�

'��
�P ��	��	
������������!	���������!��	�
����������
�����!��!���� iv �%��

[ ]1... ...i n=P v v v ��

�

 �

���	
�����. *n n∈P � ����
�	!!������	��	
��������,������A ��*�����
���	�����#���. ����
���

�
�	����A<<J��!�AHA��%�
1−=D P AP ��

�

�	� ��	���	���	
���� �1�����	
����� !����
� ��� ��������� ��� �	9��� ����	�
�� ���� !����,���� #���

!�����
������������!��
���	��!�������	�����.3�
���	��
�V������A<<I���
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�������
���	�������	������!����,�������!��
���.����!����,�����	���������1�������������

�	
������ �������,������ �1���#��� �	9��� ��� !��������� *�� �
������ 	����� �1	�
���� ��
������ !����

�	������������	������!��!����.'
�	����A<<F���

������
������ ������#���� !������
� ��	�����
����!���� ���!���� �1��!��
	�����	��� ��� �	�����

�1�������������
�������	
������.'
�����
�V���������A<<F���

�

Intérêt de la diagonalisation 

 ���������������6�
,�����������
��������	��������	�
����!�����
���	��������	���#������#���%�

=x Ax� ��

+�� ��
� ����
�
��� ����� �#�	
����� ��������
������� ��� !������� ������ ��!���	�
���� -����
����� ���

��	������
�����	����������!	��%�

=x Py ���� 1−=y P x ��

����6�
,�����������
����������
�	�����%��
1 1 1− − −= = =y P x P Ax P APy� � ��

�

���������	�
�%��� � � � =y Dy� ��

�

�4� � D � ��
� ���� �	
����� ��	���	���� �	� ������
���� ��� �6�
,��� ��������
���� ��
���� !	��

��	������
� ��� �	��� ��� �����
� 	����� )� �� �#�	
����� ��������
������� ��� !������� ������

����!���	�
�����

�	� ��	���	���	
���� !����
� ��	�����
� �	� ���!�����	
���� �
� ���
���� ���� ������� #�	��	
�#����

. 	�������A<<A�������	�
���	!!���	
���������
������	���	���	���	
�����1�����	
�������
��	��	�����

�������!����	�������
�,�����

�

Puissance n-ème d'une matrice 

�	��������� 1−=D P AP �	���� A ������	
�������	���	���	�����1����
�	����� 1−=A PDP ��*�����

�����
�#���%�
1 1 1 1...n n− − − −= =A PDP PDP PDP PD P ��

�

�	��	
�����D �.���!��
������
� A ����!�����
���1�������!������.	!!���	
��������	��������	���

�����	������������������
�����!��!����.���!��
������
��	����	��	����	����#��������	���������

!�������
�� �
!����� ���!�����
� ��� �	�
� #��� ���� �	
������ nD � �
� nA � ��!�����
��
� ��� �(���

�������!������ n� ����!��
������
��	����	��	������
��	����	��	������

���!�����
�������
��	
��������
�
�,���	�����)��	�������%��	��	
�����!�����
���
���	���	����
����	C

,���
���������	���	���	�����
����!�����
�����	C,����
������������	���	�����������
��	
�������
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*�� ��� �����
� #��� �	� !����	�����C,��� ��� �	��	
����� ��	���	��� D � �1��
���
� ���!�����
� ���

����	�
�)��	�!����	��������	��������
����������	���	���	����

�

18. Formes quadratiques 

���� ������ #�	��	
�#��� ��
� ��� !��6�@��� �����,��� ��� ������� ������ ��� �� �	��	�����

1x � 2x ����� nx �%�

1
1 1

( ,..., )
n n

n ij i j
i j

f x x a x x
= =

= ∑∑ ��

*�� !��
� ��!�����
��� �	� ������ #�	��	
�#��� ��W��� 	�
� ��
	
����� �	
����������� &���� ���	��

������������A ������	
������	������� *n n∈A � ���
�x �������
���������������
��� n∈x � �%�

[ ]1  ... T
nx x=x �� ija =  A ��

	������ � � � � ( ) Tf =x x Ax ��

�

3��	�#���%�*����
�#���������
!�������� ( , ) Tf =x y x Ay �#���������
�����	�������������	�����	�����

y �������
�������������������� n∈y � ��

�

'�!!������#���A ����
������	
�������������

���
���	
������	�����!��
�(
��������!�������������	
����� sA ��6��
��#���� T
s s=A A ���
����

�����	
����� aA �	�
�C�6��
��#���� T
a a= −A A ��

0������ s a= +A A A �	����%�

2

T

s

+= A A
A ��
�

2

T

a

−= A A
A ��

'���	��	
������A �����
�!	���6��
��#���	����!	�
�����!��
��������%�

( )T T T T
s a s a= + = +x Ax x A A x x A x x A x ��
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!��������� ���� ���
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������ ���
� ���� ��	�	������ ���� ���
� ����� ��	�
� )� �����
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��������%�

( )T T T T T T
a a a a= = − = −x A x x A x x A x x A x �

#������
�(
�����������4�
T T

s=x Ax x A x ��

*��!��
������	���������	���!��������������	��
��#����	��	
����� A �����	�������#�	��	
�#���

��
��6��
��#����

�

19. Définitivité 

*����
�#�������	
����� *n n∈A � ����
���������!���
����� 0>A ������	�������#�	��	
�#���#�������

��
�	����������
���������!���
����%�

0 0T> ⇔ >A x Ax ����  0∀ ≠x ��
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A ���
�������������C!���
����� 0≥A ����� 0T ≥x Ax �!����
��
����
���� 0≠x ��

A ���
������������	
����� 0<A ����� 0T <x Ax �!����
��
� 0≠x ��

A ���
�������������C����	
����� 0≤A ����� 0T ≤x Ax �!����
��
����
���� 0≠x ��
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�����������	
���
���
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������������#�	��	
�#�����
���
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����x ��
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���
���������	
���������!��
��
�������������
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���#�����
�#������
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�������
���������!���
�������
����������������!�����!	�
����
�!���
����%�

 0  ssi  0im> >A �� 1,...,i n∀ = ��

 �����
,�������
�!�����	�	����!�����	�����C!���
���
��%�

 0  ssi  m 0i≥ ≥A �� 1,...,i n∀ = �����
�!	����	����	���%�

 0  ssi  m 0i≥ ≥A ��
�  0ijm ≥ �� 1,...,i n∀ = �� 1,...,j n∀ = ��

�����(�����	���������
�����
��	�	�����!���������	�����	
�����

�

 ��	�!��
���	�����
�����������������
����	�
������	������!��!����  iλ ��� 1,...,i n∀ = ������	��	
�����

A �%�

 0  ssi  0iλ> >A ��

 0  ssi  0iλ≥ ≥A ��

 0  ssi  0iλ< <A ��

 0  ssi  0iλ≤ ≤A ��

�

20. Changement de base 

Définition d'une base 

����#�1���
�	�	�����	��������������	����������	�����������
����������1��
���������	���
�������

�	������ ��� ���
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�������!	�
����"	������� �	������� ����

���
��������
��	������	���������
	����������
�����(������
����!��
�	!!	�	X
���!��������������

.�	��� ��� �	��	������� �����������
���	
���	
�#��������� �	������ ��
����	��	������
�	����

��!�
�
�����	�����#�1����!	�
�����
�����������	������������	�����������!������
�����	�
������
�

������� 	6	�
������������� ������1������
���
�!���� ���#������� �������
����� ���
����
���
��� ���

��������	
������	�
�����	��������������
����	�������
�!	�
���������������	�����!����#����1����������

���
������*����
�������	���������������
�������������!	���1��������� {1,..., }I n= �!	�� ( )i i Ia ∈ ����

!�������!�����
�� ( )ia ��
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����
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�	���?��
����
��
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�������?���
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������-�#�����
�)��	�������������
������	
��������-���
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	!!�����	������-��

�

-
��!���%��	��	����	����#����

�	� �	������ 1 2( , ,... )ne e e � ������� ���� �� ���
����� 1 (1,0,...0)=e �� 2 (0,1,0,...0)=e �� Y�

(0,0,...,1,0,...0)i =e ��Y� (0,0,...,0,1)n =e ���� n� ���
������	������ n� �	!!������	����	����#����

�

Application : plusieurs repères dans l'espace 3D 

����5��
��� #��� ����� ��� ��
�� ��
���� ��!�����
�������!��
��!���
���� �1��!	���F"��	���!���������

�	�����

�

*�����!�	����	��������!,���F"� 1R ���������!	�������	�����
����������0�!	�
���������!�������

��!,���� ��� ������
� !	�� �	!!��
� )� 1R � ��� ������� ��!,��� 2R �� ��	�����
� ������� !	�� ���� �	���

��
����������

���!	��	����1�����!,���)����	�
����	�
���
�����������
��!��	
����������
�������%��	�
�	���	
����

�
��	���
	
�����

��� ��!,��� 2R � ��
� ����� ������� !	�� �	� !���
���� ��� ���� �������� 2O �	��� ��� ��!,��� 1R � .�1��
� �	�


�	���	
�������������!	��������
���� 3∈t � ���
�!	���1�����
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���������	�
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.�1��
� �	� ��
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�	������ 1R ��
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�	���	
������� [ ]4 2 2
T=t ����������
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����	������������	�
���

'1��� �16� 	� !	�� ��� ��
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Figure 5 : Les points P et Q dans le premier repère 
par rapport aux axes x et y. 
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Figure 6 : Les points P et Q dans le premier repère 
par rapport aux axes y et z.�
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� [ ]1 1 1
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��
& ��	��������!,��� 2R ��������
�����	X
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����������������
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T= − − −
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�
���� ��� [ ]4 2 2
T=t � ����� ������ 	��� ���� ��
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�� ��
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0 1 0
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1 0 0
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 = − 
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Figure 7 : Un cube dans un espace 3D, le point Q est représenté par un cercle �������.�
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� �� �
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Application : les axes principaux d’une ellipse 

�(�!)��
�������
(��������*����
������	�����
����(��	��
�����

���
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0 0( ) ( )a x x b y y d− + − = ��

�
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������
(�

�	����
�a �b ��
�d �	���
�����

$��	��
����������������
2 2

0 0
2 2

( ) ( )
1

a b

x x y y

ρ ρ
− −+ = ��

�

����� /a d aρ = ��
� /b d bρ = ��
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���
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�	������
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0
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ρ ϑ
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���������	���
������(��
�����������a �

�
�b ����
�	���
�����
����det( ) 0>A �����
� 2ab c> ��

�����
������� ���� �
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� �� ��
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2 2a+b ( ) 4
=

2i

a b cλ ± − +
��

�

 ����
� 1d � �
� 2d � 
��� �����
����� 	��	���� �
� 1v � �
� 2v � 
��� ���
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� w �
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21. Matrice racine carrée 
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Les fonctions vectorielles (matrix calculus) 

1. La différentiation et l’intégration par rapport à un scalaire 

 ��
�x ����
����� n∈x � ��
����
�A �������
������ *m n∈A � ��

�����������������
����x �	�����		��
���������
����������
���

1
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x t

t
x t

∂ ∂ 
∂  =  ∂

∂ ∂  

x
� ��
� [ ]1

T

nx t x t
t

∂ = ∂ ∂ ∂ ∂
∂
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� ��

�

��������������
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t t

∂ ∂ =  ∂ ∂ 
A

��

�

�

Quelques propriétés sur la dérivation : 
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 �� x ���
�������
����� n∈x � ��
����A ���
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 

∂ =  
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∫
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∫
x � ��
� 1

T
nt x t x t ∂ = ∂ ∂ ∫ ∫ ∫x � ��

�

ijt a t ∂ = ∂ ∫ ∫A ��
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2. Définition d'une fonction vectorielle 
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3. Le gradient d’une fonction scalaire 
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4. La Jacobienne d’une fonction vectorielle 
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5. La Hessienne d’une fonction scalaire 
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6. La dérivation chainée 

 ��
�
������
�������
��������	������� ( ) ( (( ))f h g=x x �� n∈x � ��
� : nf →� � ��

����"�
�����������
�����%�.����	����
��(���������

i i

f h g

x g x

∂ ∂ ∂=
∂ ∂ ∂

��

�

+����
������������
����� : r m→h � � �� : n r→g � � ��
� : n m→f � � ���
������

( ) ( ( )) ( )∇ = ∇ ∇x g xf x h g x g x ��

�

�

7. Expansions en série de Taylor et de Maclaurin 

Expansion en série de Taylor d'une fonction scalaire multivariable 
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Série de Taylor à deux variables 
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Série de Taylor à une variable (à l’ordre n) 
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Série de Maclaurin à une variable (à l’ordre n) 
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Série de Maclaurin à deux variables 
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Expansion en série de Maclaurin d'une fonction scalaire multivariable 
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